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SECTION 7. Mechanics and machine construction. 
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STRAIN STATE OF A TWO-LAYER THICK-WALLED PIPE  

AT  TRANSMITTING ANISOTROPY 
 
Abstract: In this article the strain state of the two-layer thick-walled pipe being under 

the influence of internal pressure is considered. The material is supposed elastoplastic, each 
layer possesses the properties of transmitting anisotropy. Solution of the problem is the small 
parameter method. In the first approximation moving components in elastic and plastic areas 
are defined. 
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ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ДВУХСЛОЙНОЙ ТОЛСТОСТЕННОЙ 
ТРУБЫ ПРИ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ АНИЗОТРОПИИ 

 
Аннотация: В данной статье рассматривается деформированное состояние 

двухслойной толстостенной трубы, находящейся под действием внутреннего 
давления. Материал предполагается упруго-идеальнопластическим, каждый слой 
обладает своими свойствами трансляционной анизотропии. Решение задачи 
находится методом малого параметра. В первом приближении определены 
компоненты перемещения в упругой и пластической областях. 

Ключевые слова: перемещение, упругость, пластичность, трансляционная 
анизотропия, труба, слой. 

 
Рассмотрим деформированное состояние двухслойной толстостенной трубы, 

соответствующей условиям предельного состояния 
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Будем считать материал несжимаемым, коэффициент Пуассона 1 .
2

  

Согласно [2, 6] определим компоненты перемещения в нулевом приближении в 
упругой области  
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Согласно [2] компоненты перемещения в первом приближении в упругой 
области определяются в виде 

 

     

 

   

3 3

2 1 2 3 4

2 2

3 3

1 2 3 4

2 1 2 1 4 4

cos 2 sin 2

2 1 2 1 4 4

I eu C C C C
E

a b

C C C C
E





    
          
     

   

     
            

    

    
  

   

 

    
  

   

 

 

  2 2sin 2 cos 2 ,a b      (3) 

         

 

     

   

3 3

2 1 2 3 4

2 2

3 3

1 2 3

4 2 2

2 1 2 1 6 2 2 2

sin 2 cos 2

2 1 2 1 6 2

2 2 cos 2 sin 2 ,

I ev C C C C
E

a b

C C C
E

C a b





     
              

    

   

    
          

   


    



    
   

   

 

   
  

  


  



 

где 
2 4 2 4

4
3 1 2

2 4 2 4
2 2

3 4

1 2 3 2, , ,
2 6

3 2 1 2, ,
6 2

C C
N N

C C
N N




  


     
  

     
 

   
  

   
 

2 2 4
4

1 2

2 4 4
2 2

3 4

4 4 4 4, ,
4 12

3 4 1, .
12 2

C C
N N

C C
N N



 


 
 

   
 

  


  
 

 

В пластической области из (1) и ассоциированного закона течения найдем 
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Исключая величину n  из (4), получим 
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В нулевом приближении уравнение несжимаемости имеет вид 
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где  0u  – компонента перемещения вдоль радиуса  , компонента перемещения 0v  
вдоль   равна нулю: 0 0v  . 

Решение уравнения (7) имеет вид 
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Из условий сопряжения на границе слоев трубы 
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справедливо для всех слоев трубы. 
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Согласно (11) в первой пластической области компоненты перемещений имеют 
вид 
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Для определения компонент перемещений в первом приближении используем 
уравнение несжимаемости 
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где    ,I I
n nu v   – компоненты перемещения в первом приближении в n-ом слое. 

Из (5) получим линеаризированное соотношение 
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Согласно (12), (17) уравнение (18) примет вид 
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Удовлетворим уравнение несжимаемости (16), полагая 
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Решение уравнения (21) представим как сумму решений общего решения 
однородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения. Частное 
решение неоднородного уравнения (21) будем искать в виде 
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Согласно (20), компоненты перемещений в пластической области, 
соответствующие решению однородного уравнения (21) имеют вид 
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На упругопластической границе имеют место условия сопряжения 
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2 1 2 1 6 2 2 2

2 1 2 1 6 2 2 2 ,

bA C C C C
E

a C C C C
E

 

 


           


          


       


       
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       

       

1 3 32
2 1 2 3 4

1 3 32
1 2 3 4

2 1 2 1 6 2 2 2

2 1 2 1 6 2 2 2 .

aB C C C C
E

b C C C C
E

 

 


          

 
         




       

 
      



 

Согласно (3), (24)–(26) компоненты перемещений в первом приближении во 
втором слое определены. 

Условия сопряжения компонент перемещений на границе слоев трубы имеют 
вид 
        

2 1 2 1,I p I p I p I pu u   v v   при 2  . (28) 

Из (24)–(28) определим коэффициенты        1 1 1 1
11 12 21 22, , ,C C C C  

 

      

      

      

      

1
11 2 1 1 2 2 2 1 1

1
12 2 1 1 2 1 1 2 2

1
21 2 1 1 2 2 2 1 1

1
22 2 1 1 2 1 1 2 2

3 sin 2 2 3 cos ,
6

3 3 sin 3 cos 2 2 ,
6

3 sin 2 2 3 cos ,
6

3 3 sin 3 cos 2 2 ,
6

C H N H N H N

C H N H N H N

C L M M L L M

C L M L M M L

     

       

      

      

 

 

 

 

 (29) 

где 
   

   

   

 

2 2 2 3 2 3 2 2
1 21 2 22 2 2 2

2

2 2 2 3 2 3 2 2
1 11 2 12 2 2 2

2

2 2
2 21 2 2 22 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 2

2

2
2 11

sin cos2 cos 2 sin 2cos ,

sin cos2 cos 2 sin 2sin ,

cos 3 sin sin 3 cos

sin cos 3 cos 3 sinsin ,

co

S T QM C C

S T QN C C

M C C

S T S T

N C

 
  

 
   

    

  




  
  



  
  



   

   




 2
2 2 12 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 2

2

s 3 sin sin 3 cos

sin cos 3 cos 3 sincos ,

C

S T S T

   

  


   

   




 

1 3 1 3 1 2 1 3 1 3 1 2
1 1 1 12 2

2 2

1 3 1 3 1 3 1 3
2 1 2

2

1 3 1 3 1 3 1 3
2 1 2

2

2
2 2 3

1

sin cos sin cos2cos , 2sin ,

sin cos 3 cos 3 sinsin ,

sin cos 3 cos 3 sincos ,

3 ln , 3 ln .

S T Q S T QL H

S T S TL

S T S TH

   
  

  
 

  
 

 

     
 

 

   




   





  



 

Согласно (24), (25), (28), (29) компоненты перемещений в первом слое в первом 
приближении определены. 
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