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SECTION 1. Theoretical research in mathematics. 

 

ON THE INTEGRABILITY OF THE FUNCTIONS WITH MONOTONE 
DECREASING FOURIER COEFFICIENTS WITH RESPECT TO 

MULTIPLICATIVE SYSTEMS 
 

Abstract: In this work one generalization of the theorem of Hardy-Littlewood about Fourier series with 
monotone coefficients with respect to multiplicative systems is proved. 
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ОБ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ФУНКЦИЙ С МОНОТОННО УБЫВАЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
ФУРЬЕ ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ СИСТЕМАМ 

 
Аннотация: В данной работе доказывается одно обобщение теоремы Харди-Литтлвуда о рядах с 

монотонными коэффициентами Фурье по мультипликативным системам. 
Ключевые слова: Ряды Фурье, коэффициенты Фурье, ядро Дирихле, мультипликативные системы. 

 
 

Приведем определение мультипликативной 
системы Прайса.  

Пусть 
1}{ nnp - последовательность 

натуральных чисел, .,...2,1,2  npn  Положим  
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Тогда каждое )1,0[x  имеет разложение 
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Такое разложение будет единственным, если 
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x   брать разложение с конечным 

числом ненулевых nx .  Если  Zk  записано в 
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Таким образом, построенная система 


1)}({ kk x  называется мультипликативной на 

)1,0[  системой Прайса (см.[1]). Известно, что 

указанная система является полной 
ортонормированной системой в )1,0[2L  (см.[2]).  

Мультипликативные системы 
рассматривались впервые в работах Н.Я. 
Виленкина [3], А.В. Ефимова [4], A. Прайса [5]. 
Свойства мультипликативных систем излагаются 
в [2].  
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называется n -м ядром Дирихле. Известно, что  
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где E  - характеристическая функция множества 

E . 
Г.Г. Харди и Дж. И. Литтлвуд доказали [6], 

что при убывании к нулю последовательности 
 kb  сумма ряда  
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принадлежит ,1],2,0[  pLp     тогда и 

только тогда, когда  
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Аналог этой теоремы для системы Уолша 
доказан Ф. Морицем [7], для мультипликативных 
систем с ограниченными образующими 

последовательностями    





  Mpp n

n
n sup1   -  

М.Ф. Тиманом, К. Тухлиевым [8].   
Многие авторы вводили более слабые 

условия на kb , чем монотонность. А.А. 

Конюшков [9] изучал поведение наилучших 
приближений в  pLp 1],2,0[  , для 

функций, задаваемых тригонометрическими 

рядами (1), при условии, что kbk  убывает при 

некотором 0  и 0lim 
 k

k
b . В другой форме 

это условие рассматривал О. Сас [10]. Г.К. 
Лебедь [11] изучал ряды (1) также при условии, 

что kbk  возрастает при некотором 0  и  

0lim 
 k

k
b .  

Основной целью данной работы является 
доказательство следующей теоремы. 

Теорема. Пусть функция  )1(  pLf p  

с монотонно убывающими коэффициентами 
Фурье  0)(  fbb n  по мультипликативной 

системе   0kk x   и )(t  неубывающая 

функция на  ,0   такая, что )()( 2 tCt    и 

)0()(   tt  не возрастает. 

Тогда для того, чтобы сходился интеграл  
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необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд  
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Для доказательства теоремы нам 
понадобится следующая вспомогательная лемма 
(см.[12]). 

Лемма. Пусть функция   u  

неотрицательна и не убывает на  ;0 . Тогда:  

А) если неотрицательная функция )(u  не 

возрастает на ]1,0(  и                             
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В)  если    uCu  2   при некоторой 

постоянной 1C  и   ,0u , то для всякой 

неотрицательной функции  x , измеримой на 

 1,0  и удовлетворяющей условию (4), выполнено 

неравенство (5). 
Доказательство теоремы.  
Необходимость. В силу свойства ядра 

Дирихле  tD
nm  для монотонных 

последовательностей )(tbn  имеем 
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Значит, 
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Поэтому, учитывая то, что   - 

неубывающая функция по условию,  имеем 
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В силу известного неравенства Харди [13] 

имеем 
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Тогда согласно лемме из (2) вытекает (3). 
Достаточность. Для всякого )1,0(  имеем 
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то, используя известное неравенство [13] 
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и свойство функции )(t , получим 
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Так как  
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Из условия (3) вытекает конечность 

величины ),( rS , а в силу свойств функции )(t  

и конечность величины ),( rJ , т.е. (2). 

Аналогичная теорема для рядов по 
косинусам ранее доказана М.Ф. Тиманом [14]. 
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