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NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR A DEGENERATE 

SECOND ORDER EQUATIONS WITH DISCONTINUOUS 

CONJUGATION CONDITIONS 

 

Abstract: The work is devoted to the study of the unique solvability of nonlocal boundary value problems for a 

degenerate second-order equations with discontinuous transmission conditions. The question of the existence of the 

problem solutions is reduced to the equivalent of the Fredholm integral equation solvability and the uniqueness of 

the solution set based on the energy integrals method. 
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НЕЛОКАЛЬНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА С РАЗРЫВНЫМИ УСЛОВИЯМИ СОПРЯЖЕНИЯ 

 

Аннотация: Работа посвящена исследованию однозначной разрешимости нелокальной краевой задачи 

для вырождающегося уравнения второго порядка с разрывными условиями сопряжения. Вопрос 

существования решения задачи эквивалентно редуцирован к вопросу разрешимости интегрального 

уравнения Фредгольма, а единственность решения установлена на основе метода интегралов энергии. 

Ключевые слова: краевая задача; интегральное уравнение; метод интегралов энергии. 

 

Рассмотрим уравнение 

0sgnsgn 2  uuyux yyxx  ,                  (1)                        

где   - произвольное действительное число, в 

конечной односвязной области  , ограниченной 

жордановой кривой   с концами в точках А(1,0), 

В(0,1) расположенной в первом квадранте 0x , 

0y  и характеристиками ВС: 1 xy , CD: 

0 yx , DA: 1 yx  уравнения (1). 

Пусть OAJ 1 , OBJ 2 ;   0 ti   – 

гиперболические части смешанной области  , 

где iJt , 2,1i , (при 1i  xt  , а при 2i  

yt  );    000  yx   – эллип-

тическая часть области  . 

Под регулярным решением уравнения (1) в 

области  , будем понимать функцию  yxu ,  из 

класса      1 1
1 1 2 2jC C J C J    

    21
2

210
1 \ JJCDCJJC   , 2,0j  

удовлетворяющую уравнению (1) и такую, что 

частные производные  0,xuy ,  yux ,0  могут 

обращаться в бесконечность порядка меньше 

единицы на концах интервалов iJ .        

Предположим, что кривая   удовлетворяет 
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условию Ляпунова и оканчивается дугами 

окружности 0 : 122  yx  сколь угодно малой 

длины. 

Задача S. Найти регулярное в области   

решение  yxu ,  уравнения (1), удовлетворяющее 

краевым условиям 

   
 

 susb
n

u
sa

yx








,

,    ls ,0 ,      (2)               

         xdxuxcxuA x 111
0
1 0,

~
 , 

         ydyuycyuA y 222
0
1 ,0

~
  

и условиям сопряжения 

       xxxx 1111   
, 

           xxxxxx 111111    ,   1Jx ,    (3) 

       yyyy 2222   
, 

           yyyyyy 222222    , 2Jy .   (4) 

Здесь  
2
1

2
1

1
  xx ix ,  

2

1

2

1
2




yy
iy  – 

аффиксы точек пересечения характеристик, 

выходящих из точек   10, Jx  ,   2,0 Jy   с 

отрезками характеристик AD и BC; s  - длина 

дуги кривой   отсчитываемая от точки А; n  - 

внешняя нормаль; 

           


 dttIftftfA

t

t 



  1

~
0

1

0
1 , 

 s ,  sa ,    lCsb ,0 ,       i
h

ii JCJCtd i,2 , 

 ti ,  ti     i
h

i JCJC i,2 ,  ti ,  ti ,  ti , 

      i
h

ii JCJCtc i,21   - заданные функции, 

причем        021
222  tctt iii   

    022  sbsa , и        021  tctt iii  , (

iJt , 2,1i ).  

Кроме того, функции  tdi  могут обращаться 

в бесконечность порядка меньше единицы на 

концах интервалов iJ . 

Справедлива следующая 

Теорема S. Если     0sbsa , и   0tpi , 

  00~ ip ,   0~ 


tpi  (   0tpi ,   00~ ip , 

  0~ 


tpi ), где  
      tctt

e
tp

iii

t

i
21

~
2








, 

     tttp iii  , iJt , 2,1i , то задача S не 

может иметь более одного решения. 

Мы не будем останавливаться на 

доказательстве теоремы S, которое проводится 

методами вспомогательных функций и 

интегралов энергии. 

Докажем существование решения задачи S. 

Функциональные соотношения между  ti
  

и  ti
 , принесенные на единичные интервалы 

iJ , из гиперболических частей i  смешанной 

области  , имеют вид [1] 

             dtItpttc i

t

iii  

 0

1

21 ,   (5) 

где iJt ,         tItdtp iii   112 0  , 2,1i . 

Рассмотрим вспомогательную задачу. 

Задача N. Найти в области 0  регулярное 

решение  yxu ,  уравнения (1), удовлетворяющее 

условиям (2) и 

 x
y

u

y









1

0

 ,   1Jx ,     

 y
x

u

x









2

0

 ,   2Jy . 

Как известно [2], при выполнении 

неравенства     0sbsa , единственное решение 

задачи N, имеет вид 

           

 dttyxtGdttyxtGyxu 2

1

0

1

1

0

,;,0,;0,, 

 

 
 

 dsyxG
sa

s
,;,





 ,                (6) 

где  00 ,;, yxyxG  - функция Грина задачи N. 

Переходя последовательно к пределам, при 

0y  и 0x , из (6), находим функциональные 

соотношения между  ti
  и  ti

  принесенные 

из области 0  на iJ  в виде 

           

 dttxtGdttxtGx 2

1

0

1

1

0

1 0,;,00,;0,   

 
 

 dsxG
sa

s
0,;,





 , 

           

 dttytGdttytGy 2

1

0

1

1

0

2 ,0;,0,0;0, 

 

 
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 dsyG
sa

s
,0;,





 . 

Исключая из последних двух равенств и 

соотношения (5) функции  ti
 , с учетом (3), (4), 

будем иметь 

      



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


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
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t
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         

 





dtKdtK jijiii ,
1

,
1

1

0

1

0
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










 

 







d

t

t
tA

t

t
ii

i

i

1

0

22

221
ln  

   td
t

t
ij 











 

 



1

0

22

221
ln ,              (7) 

где  
 
    ttc

t
tA

ii

i
i





21
 ,  ,tK ij , ( 2,1, ji ), 

 ti , ( 2,1i ) – известные функции [3], причем 

 ,tK ij , ( ji  ) непрерывны в 1,0  t  и 

принадлежат классу 
  10

,1
 tC ih

 при любом 

 1,0t , а ядро  ,tK ii  допускает оценку 

  itMtKii


  1, , 10  i , 2,1i . Кроме 

того,     i
h

i JCt i,1
 , 0ih , 2,1i  и они могут 

иметь особенность порядка меньше единицы при 

0t  и 1t . 

Аналогично [4-7], система (7) путем замены 

неизвестных функций 

     ttt   211  ,       ttt   212   

и замены переменных 

8

4

1

2

t

t


 ,     

8

4

1

2







 , 

приводится  к  виду 

   
 

 





 i

i
i FdtA 


 

1

0

1
,                   (8) 

где 

     ttt 1
83

1 1   
,    

       tttt 2
8141

2 11  


, 

а  iF  - выражаются через  ,tK ij , ( 2,1, ji ) и 

другие известные функции, причем легко 

убедиться в том, что     10
,1

  ih
i CF , 

10  ih , 2,1i  и они могут иметь особенность 

порядка меньше 1, когда 0  и 1  

соответственно. 

В силу того, что   012 tA , iJt , 2,1i , 

система (8) является системой сингулярных 

интегральных уравнений нормального типа, а, 

следовательно, она может быть регуляризована. 

Используя известный способ регуляризации [8], 

получим систему интегральных уравнений 

Фредгольма второго рода со слабой 

особенностью. Для этой системы уравнений со 

свободными членами из класса    1,01,0 1CC   

справедливы теоремы Фредгольма [9,10]. 

Из теоремы S, в силу эквивалентности (в 

смысле разрешимости) задачи S и полученной 

системы интегральных уравнений Фредгольма 

следует однозначная разрешимость последней. 

Определив искомые функции  ti
 , находим 

 ti
  и  ti

  из условий (3), (4). 

Таким образом, решение задачи S в области 

0  находим из (6), а в областях 1 , 2  - как 

решение соответствующих задач Коши. 
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