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Abstract: The study of parametric bifurcations of vector fields is an important  problem in the theory of 

dynamical systems.  The present work is devoted to the computer interpretation of qualitative behavior of solutions 

of  a system of singularly perturbed nonlinear autonomous differential equations obtained from the Van der Pol 

oscillator. The system under consideration has a unique  singular point which is of the hyperbolic type. Moreover,   

that point can  be either nodes or foci only. The aim of the present  work is to confirm these well-known results on 

computer. 
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УДК   517.938 

КОМПЬЮТЕРНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ БИФУРКАЦИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

 

Аннотация: Изучение бифуркаций векторных полей является одной из важных задач теории  

динамических систем.  Работа посвящена вопросам компьютерной интерпретации качественного 

поведения решений системы сингулярно возмущенных нелинейных автономных дифференциальных 

уравнений, полученных из осциллятора Ван дер Поля.  Такая система имеет единственную  особую точку, 

которая является гиперболической. Более того, эта точка может быть только либо узлом, либо фокусом. 

Цель работы- подтвердить такие известные результаты на компьютере.    

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система, особая точка, бифуркация. 

 

Введение 
Пусть задана система  
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 называется особой точкой  

(1) [2,3].  Ясно, что точки )(00 axx


  зависят  от   

a


і.    Согласно определениям    0aa


   

называется  бифуркационным значением  (1), 

если тип точки )(00 axx


   меняется резко. 

Рассмотрим уравнение   Ван дер Поля [1]: 
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где  числовой параметр. Матрица 
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называется матрицей Якоби системы  (2) в 

точке ),( 0

2

0

1 xx . Собственные значения матрицы  

),( 0

2

0

1 xxJJ   можно вычислить по формуле:  
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 ,  где   4: 2  ,   : )det(J - 

определитель J ,   : )(Jtrace - след J .  Пусть 

без ограничения общности  
21   .  

Согласно известным результатам 

качественной теории ОДУ особая точка плоской 

нелинейной динамической системы может иметь 

следующие типы: 

Невырожденный тип ( 01  , 02  ). 

Следовательно, 0J  и 021   . Такая 

точка  может быть седлом, узлом, фокусом или 

центром; 

Полу-гиперболический тип ( 01  , 02 

). Следовательно, 0J , 0 , 

021   , 0 . Такая точка  может 

быть седлом, узлом или седло-узлом; 

Нильпотентный тип ( 01  , 02  , 

0J ). Следовательно, 0 , 0 , 0 . 

Этот случай содержит седла, узлы, седло-узлы, 

фокусы, центры, точки возврата и т.д., всего 

может существовать 13 различных 

(топологически неэквивалентных) типов фазовых 

портретов в достаточно малой окрестности 

особой точки; 

Линейно нулевой тип  ( 01  , 02  , 

0J ). Ясно, что  0 , 0 , 0 . Как 

доказано в [9], в достаточно малой окрестности 

такой точки возможны 65 различных 

(топологически неэквивалентных) типов фазовых 

портретов. 

 

Основные результаты.  В систему Maple 17 

вводим правые части  (2): 
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Более того,   (2) имеет единственную особую 
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Теперь найдем матрицу Якоби   (2): 
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Значит  в точке )0,0(),( 0
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1 xx  матрица   

Якоби имеет собственные значения  
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Их можно найти так: 
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В случае )0,0(),( 0

2
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1 xx  имеем  1 ,  

  ,  42  , поскольку 
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Так как 01 , то )0,0(),( 0

2

0

1 xx  не 

является седлом [3].  Боле того, 01  

показывает, что тип этой точки гиперболический. 

Теперь более подробно.   

Случай 0 .  Тогда  (2) неопределена. 

Центр должен был получаться  при  0 . 

Однако     показывает, что (2) не имеет 

центра.  

Случай 0 ,  2 .   042    

дает комплексные корни. Значит  согласно  [3] 

)0,0(),( 0

2

0

1 xx  есть  фокус. Условие     

влечет, что фокус устойчивый, если  0 , и 

неустойчивый, если   0 . Все это мы видим 

на рисунках 1,2.  Готовим графическое окно: 
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Обозначим )0,0(),( 0

2

0

1 xx  через 
1E : 
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При 10   система  (2) принимает вид: 

 

>  

    

>  

 

 

Готовим фазовый портрет: 

 

>  

 

 

Тогда следующая команда выводит на экран 

рисунок 1 
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Рисунок 1 - Фазовый портрет  (2) при  02   . 

 

 
Рисунок 2 - Фазовый портрет  (2) при  20  . 

 

 

 Случай 2 . Понятно, что  

042  , и  )0,0(),( 0

2

0

1 xx  - узел. Так 

как   , то при  0  узел устойчив, а при   

0  узел неустойчив. Сказанное видно на рис. 

3,4.  
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Рисунок 3 - Фазовый портрет  (2) при  2 . 

 

 
 

Рисунок 4 - Фазовый портрет  (2) при  2 . 

 

Так как )0,0(),( 0

2

0

1 xx  гиперболична, то в 

точке  )0,0(),( 0

2

0

1 xx  имеет место теорема 

Хартмана-Гробмана, то есть найдется 

гомеоморфизм, переводящий интегральные 

линии линеаризованной системы 
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в интегральные линии исходной системы. Это 

осуществляется командами (см. рис.5): 
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Рисунок 5 - Фазовый портрет  (4) при  02   . 

  

Заключение 

Итак, мы выяснили, что  0  и 2  

бифуркационные значения для  (2). Наконец, 

заключаем, что в малой окрестности точки  

)0,0(),( 0

2

0

1 xx  фазовые портреты систем (2)  и  

(4) топологически  эквивалентны.  Это можно 

заметить, сравнивая при 02    рисунки  1 и  

5.  
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