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Abstract: Asymptotical analysis of solutions of singularly perturbed differential equations is one of  important  

problems of the theory and its apllications.  The present work is devoted to the computer estimation of thickness of 

boundary layer in differential equations with a small parameter at high derivatives. Maple program  for asymptotic 

expansion was prepared for a model equation of first order. An estimation of a residual term of such expansion was 

obtained. The aim of the present  work is to demonstrate advantages of Maple tools. 
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УДК   517.938 

 

КОМПЬЮТЕРНАЯ ОЦЕНКА ТОЛЩИНЫ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ В СИНГУЛЯРНО 

ВОЗМУЩЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

 

Аннотация: Асимптотический анализ решений сингулярно возмущенных дифференциальных 

уравнений является одной из актуальных задач в теории и ее приложениях. Настоящая работа посвящена 

компьютерной оценке толщины пограничного слоя в дифференциальных уравнениях с малым параметром  

при старших производных. Была разработана Maple программа осуществления  асимптотического 

разложения для модельного уравнения первого порядка. Получена оценка остаточного члена такого 

разложения. Целью работы является демонстрация преимуществ инструментария Maple. 

Ключевые слова: сингулярно возмущенное уравнение, асимптотическое разложение,  пограничный 

слой. 

 

Введение 
Рассмотрим уравнения: 

  

00 fuL  ,                         (1) 

 

1010 ffuLuL   ,             (2) 

 

где 0L , 1L  - операторы,   0f , 1f -  функции, 0

- малый параметр, u - искомая функция, 
nRDx  . Тогда если при  0  имеет место   

 

0)()(sup 0  xuxu
D

            (3) 

 

то (2) называется  регулярно возмущенной  [1,2].  

В поотивном случае она называется сингулярно 

возмущенной.   В статье рассмматривается 

сингулярно возмущенная задача [1]: 

 

xxu
dx

du
 )( ,    10  x ,                     (4) 

 1)0( u .                                                                             

      

При   0   имеем  

 

 xxu  )(0 ,    10  x                            (5) 
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Ясно, что  последняя задача  не 

удовлетворяет начальному условию в  (4). 

                

Основные результаты.  Вводим в Maple 17 

исходные данные задачи  (4): 

   

 
 

>  

 

 

 

 (4) имеет решение    

)1()( /  
  xexxu : 

 
>  

 

 

Теперь обозначим  и найдем  )()()( xuxuxd   : 

 
>  

 

 

Отсюда  получаем,что  

 




)(sup
]1,0[

xd
x

 


)()(sup 0
]1,0[

xuxu
x

 1)1(sup /

]1,0[

 



 x

x

e . 

 

Итак  (4)  сингулярно возмущена (рис.1).   

Для иллюстрации  этого готовим окно: 

  
>  

 

 

 

 
 

Тогда следующие команды дают нам  

рисунок  1: 

 

>  

>  
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>  

>  

 

 

Рисунок 1 - Графики  )(xd   при различных  . 

 

Отсюда замечаем следующее: 

)()()( xuxuxd    достаточно большое при  x , 

близких к 00 x .  Это объясняется тем, что при 

0   значения  0x   мешают устремлению  

 

)(xd )1(/    xe    

 

к нулю. Другим словами, на каком-то 

интервале    x0   решение u  задачи (4) не 

будет юлизко к решению  u  задачи (5)  при 

малых    . Такой интервал  ],0[    называется 

пограничным слоем. Теперь приступим к 

изучению таких слоев.  

 

Поставим вопрос: при каких x  число  




)(sup
]1,0[

xd
x

 )()(sup 0
]1,0[

xuxu
x




    будет не 

меньше заданного числа 0 ?  Обозначим 

решение уравнения  )(xd   через   :  

 

>  

 

 

Выберем   : 

 

>  

 
Для   пусть  

 

>  

 

Тогда соответствующее  0   будет равно: 

 

> 
 

 

 

 

Следующие команды готовят к выводу на 

графический экран решений задач (5), (4) и 

фазовый портрет  (4): 
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>  

>  

>  

 

Прямая  0x  : 

 

>  

 

Пусть прямая 0u  и  графики решений (5), 

(4) пересекаются прямой  0x  в точках  P , Q ,

R . Тогда эти точки   P , Q , R  можно найти так 

 

 

>  

>  

>  

В итоге  следующая  команда выводит  

на монитор рис.2 
> 

 

 

 

 
 

Рисунок 2 -  Фазовый портрет (4) при 125.0 . 
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Значит при  
32

1
  мы имеем, что на 

интервале   2011797390.00  x   разность 

между решением (4)  и  (5) не будет меньше  

1.0 : 

    

 




)(sup
]1,0[

xd
x

 . 

Результаты при  
42

1
  ие   

52

1
   

показаны на рисунках  3,4.  

 
Рисунок 3 -  Фазовый портрет (4) при 0625.0 .  

 

 
Рисунок 4 -  Фазовый портрет (4) при 03125.0 .  

  

В итоге пограничный слой определяемый 

условием 


)(sup
]1,0[

xd
x

  при  
42

1
  

описывается числом    1173563687.0 ,  а при  

52

1
  числом  80644194698.0 .  Отсюда 

видно, что толщина пограничного слоя  )(   

уменьшается при убывании числа   .  Все это 

подтверждают следующее тореическое 

предсказание при const 0  и 0 : 
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Действительно, 

 

>  

 

 

 

Рассмотрим теперь асимптотическое 

разложение решения (4).  Для этого ряд 

  

 






0

)(),(

n

n
n xuxu                (6) 

 

подставляем в (4) и получаем систему: 

 

>  

 

  Отсюда 

 
>  

 

>  

 

>  

 

 

Остальные члены нули. Следовательно, 

остаточный член ряда  

),()(),(   xuxux   находится так 

 

>  

 
 

Внизу мы показываем график ),(  x  при  

32

1
 , 

42

1
   и 

52

1
   (рисунок 5): 

 

 

>  

>  
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>  

>  

 

 
Рисунок 5 – Остаточный член ),(  x  асимптотического разложения (6) уравнения (4).  

 

Ясно, что )1(),( /    xex   стремится к 

нулю равномерно по х  при  x  и 0 . 

Однако,  в пограничном слое  x0  при  

0  не имеет места  0),(  x .  
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