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КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЯ С РАЗЛИЧНЫМИ СПОСОБАМИ КРЕПЛЕНИЯ КОНЦОВ 

 

Аннотация: В данной статье приведено уравнение поперечного колебания стержня. Отклонения 

точек оси стержня при поперечных колебаниях происходят в одной плоскости. Показаны основные 

допущения и уравнение поперечных колебаний прямого стержня. Рассмотрено колебания однородного 

стержня, шарнирно опертого по концам. 

Ключевые слова: колебания стержня, поперечные колебания поперечного стержня, уравнение 

поперечных колебаний прямого стержня. 

 

Введение 

При выводе уравнения поперечных 

колебаний стержня мы будем предполагать, что в 

недеформированном состоянии так назывемая  

упругая ось стрежня прямолинейна и совпадает с 

линией центорв тяжести поперечных сечений 

стрежня. Эту прямолинейную ось мы примем  за 

координатную ось х и от нее будем отсчитывать 

отклонения элементов стержня при поперечных 

колебаниях. Далее мы предполагаем, что 

отклонения точек оси стержня при поперечных 

колебаниях происходят в одной плоскости. [1] 

При таких предположениях отклонения точек оси 

стержня при поперечных колебаниях однозначно 

определяются одной функцией двух переменных-

координаты х и времени t: 

𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝑡). 

Эта функция удовлетворяет линейному 

дифференциальному уравнению в частных 

производных четвертого порядка, которое может 

быть построено следующим образом. 

Кинетическая энергия колеблющегося 

стержня складывается из кинетической энергии 

поперчных смещений элементов стержня 
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 𝑇1 =
1

2
∫ 𝜇(𝑥) (

𝜕𝑦

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0
;   (1.1) 

и кинетической энергии вращений элементов 

стержня вокруг осей, перпендикулярных к 

лоскости колебаний, 

      𝑇2 =
1

2
∫ 𝐽0(𝑥) (

𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0
;      (1.2) 

Потенциальная энергия равна сумме трех 

слагаемых: 

а) Потенциальная энергия упругой 

деформации (работа востанавливающих упругих 

сил) 

П1 =
1

2
∫ 𝐸𝐽 (

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2)
2

𝑑𝑥;
𝑙

0
   (1.3) 

б) потенциальной энергии прогиба от 

поперечной нагрузки f ( x, t )  

П2 =
1

2
∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑦𝑑𝑥;

𝑙

0
   (1.4) 

в)  потенциальная энергия растяжения от 

продольной силы P (x, t). 

П3 =
1

2
∫ 𝑃(𝑥, 𝑡) (

𝜕𝑦

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥.
𝑙

0
   (1.5) 

Функционал S Остроградского-Гамильтона 

имеет вид 

𝑆 =
1

2
∫ ∫ |𝜇(𝑥) (

𝜕𝑦

𝜕𝑡
)

2

+ 𝐽0(𝑥) (
𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
)

2

−
1

0

𝑡2

𝑡1

𝐸𝐽 (
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2)
2

+    𝑓(𝑥, 𝑡)𝑦 + +𝑃(𝑥, 𝑡) (
𝜕𝑦

𝜕𝑥
)

2

| 𝑑𝑡𝑑𝑥. (1.6) 

Уравнение поперечных колебаний стержня 

мы получим, составив для функционала S 

уравнение Эйлера по формуле  

𝜇(𝑥)
𝜕2𝑦

𝜕𝑡2 +
𝜕2

𝜕𝑥2 (𝐸𝐽
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2) −
𝜕

𝜕𝑥
(𝑃

𝜕𝑦

𝜕𝑥
) − 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑦 +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑡
(𝐽0

𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
) = 0  (1.7) 

Это линейное уравнение четвертого поряка, 

составленное при самых общих предположениях 

относительно действующих на стержень сил, 

жесткостии распеределения массы. 

В стержнях, длина которых значительно 

превосходит поперечные размеры, можно 

пренебречь инерцией вращения и опустить в 

левой части уравнения (1.7) последний член. 

Положив f ( x, t )= 0 и p ( x, t )=0, мы 

рассмотрим сначала свободные колебания 

однородного стержня с постоянными жесткостью 

EJ  и погонной массой μ. Для таких колебаний 

уравнение (1.7) будет иметь вид     

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2 + 𝑐2 𝜕4𝑦

𝜕𝑥4 = 0,   где   𝑐 = √
𝐸𝐽

𝜇
.                   (1.8)              

Колебания однородного стержня, шарнирно 

опертного по концам. В этом случае инетграл, 

удовлетворяющий условиям на левом конце 

ϕ(0)=ϕ”(0) = 0, должен содержать функции, 

обращающиеся для х=0 в нуль вместе со своими 

вторыми производными.  

𝜑(𝑥) = 𝐵𝑇(𝑘𝑥) + 𝐷𝑉(𝑘𝑥).                              (1.9) 

Постоянные B и D найдутся из условий на 

правом конце (х=l). Если этот конец также 

шарнирно оперт, то 

𝜑(𝑙) = 𝐵𝑇(𝑘𝑙) + 𝐷𝑉(𝑘𝑙) = 0, 
𝜑"(𝑙) = 𝑘2[𝐵𝑉(𝑘𝑙) + 𝐷𝑇(𝑘𝑙)] = 0, 

Откуда  

𝑇2(𝑘𝑙) − 𝑉2(𝑘𝑙) = 0. 
В элементарных функциях  

𝑠𝑖𝑛𝑘𝑙 = 0. 
Это уравнение и является для 

рассматриваемого случая урвнением частот. Из 

него находим 𝑘𝑖𝑙 = 𝑖𝜋(𝑖 = 1,2,3, … , ) так как  

𝑘𝑖
4 =

𝜇𝑝𝑖
2

𝐸𝐽
, 

то 

𝑝𝑖 = 𝑘𝑖
2√

𝐸𝐽

𝜇
=

𝑖2𝜋2

𝑙2 √
𝐸𝐽

𝜇
(𝑖 = 1,2,3, … , )     (1.10) 

Таковы собственные частоты системы. Для 

собственных форм получаем уравнения  

𝜑𝑖(𝑥) = 𝐵𝑖𝑠𝑖𝑛
𝑖𝜋𝑥

𝑙
(𝑖 = 1,2,3, … , ).         (1.11) 

Первые три собственные формы 

представленны на рисунке 1. Общее решение 

имеет вид 

𝑦(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝑀𝑖𝑐𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡 + 𝑁𝑖𝑠𝑖𝑛𝑝𝑖𝑡)𝑠𝑖𝑛
𝑖𝜋𝑥

𝑙

∞
𝑖=1 ,   (1.12) 

где постоянные Mi, Ni находятся известным 

образом из начальных условий. 

 

 
Рисунок 1 
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б) Колебания стержня, жестко закрепленного 

концом x=0 и свободного на конце  x=l. Краевые  

условия в этом случае   

𝜑(0) = 𝜑′(0) = 0, 
𝜑"(𝑙) = 𝜑′"(𝑙) = 0. 

Интеграл уравнения, удовлетворяющий 

условиям на конце х=0, имеет вид  

𝜑(𝑥) = 𝐶𝑈(𝑘𝑥) + 𝐷𝑉(𝑘𝑥). 

Условия на конце х=l выражаются 

уравнениями  
𝐶𝑆(𝑘𝑙) + 𝐷𝑇(𝑘𝑙) = 0,
𝐶𝑉(𝑘𝑙) + 𝐷𝑆(𝑘𝑙) = 0,

} (1.13) 

Откуда  

𝑆2 − 𝑇𝑉 = 0 или   ch𝑘𝑙cos𝑘𝑙 + 1 = 0. 
По таблицам находим первые четыре корня 

уравнения  

kl=1,875;      4,694;      7,855;     10,996. 

Для первых четырех собственных частот 

получаем по формуле  

𝑝1 =
(1,875)2

𝑙2
√

𝐸𝐽

𝜇
, 𝑝2 =

(4,694)2

𝑙2
√

𝐸𝐽

𝜇
, 

𝑝3 =
(7,855)2

𝑙2 √
𝐸𝐽

𝜇
, 𝑝4 =

(10,996)2

𝑙2 .              

 Уравнение  i-той собственной формы 

составляем следующим образом. Из первого или 

второго уравнения (1.13)  находим, подставив туда  

𝑘𝑖𝑙  
𝐷

𝐶
= −

𝑆(𝑘𝑖𝑙)

𝑇(𝑘𝑖𝑙)
= −

𝑉(𝑘𝑖𝑙)

𝑆(𝑘𝑖𝑙)
 

Подставив это значение в уравнение получим 

 

𝜑𝑖(𝑥) = 𝐶 [𝑈(𝑘𝑖𝑥) −
𝑆(𝑘𝑖𝑙)

𝑇(𝑘𝑖𝑙)
𝑉(𝑘𝑖𝑥)] =

𝐶 [𝑈(𝑘𝑖𝑥) −
𝑉(𝑘𝑖𝑙)

𝑆(𝑘𝑖𝑙)
𝑉(𝑘𝑖𝑥)].          (1.14) 

На рисунке 2 представлены первые три 

формы 

 

 
Рисунок 2 
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