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Введение.  

В последние годы большое внимание 

уделяется исследованию линейных и нелинейных 

эволюционных уравнений математической 

физики, в том числе механики, биологии, химии и 

т.д.  Так как многие физико-математические 

модели описываются с такими уравнениями, а 

решение краевых задач с такими 

дифференциальными уравнениями в частных 

производных являются одной их основных 

проблем инженерных наук. За прошлые несколько 

десятилетий математики, механики и физики 

сделали значительные успехи в этом направлении 

[8, 10, 12, 13]. Многие из этих уравнений не имеют 

точных аналитических решений. С другой 

стороны, решение этих нелинейных уравнений 

аналитически могут вести некоторые авторы, 

которые глубоко знают описание некоторых 

физических процессов и иногда принуждает их 

знать некоторые факты, которые просто не 

понятны посредством общих наблюдений. В 

результате эти уравнения должны быть решены, 

используя другие методы. Последние годы были 

разработаны различные методики решения таких 

уравнений, например, метод гомотопического 

анализа [1, 7], метод вариационных итераций 

(МВИ) [6, 7, 8], метод разложения Адомиана 

(МРА) [3, 8], метод гомотопического возмущения 

[5, 8], упрощенный метод укороченных 

разложений [2, 9, 10] и др., а также их различные 

модифицированные варианты [8, 10]. В данной 

работе метод вариационных итераций и метод 

разложения Адомиана применены для 

нахождения частных решений некоторых краевых 

задач для волнового уравнения. 

 

Постановка задачи.  

Рассмотрим линейное дифференциальное 

уравнение в частных производных, то есть 

волновое уравнение:  

),(),(),( 2 txftxuatxu xxtt += ,      

0,0  tlx  

и граничные условия (задача Дирихле): 

)(),(),(),0( ttluttu  == , 

где u(х,t) – искомая функция; )(),(),,( tttxf   

– известные функции.  

 

Алгоритм метода вариационных 

итераций.  

По идее вариационно-итерационного метода 

[8] итерационное решение этого уравнения можно 

записать так:  
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ndssxqsxuNsxLust
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где  – множитель Лагранжа; 
nu~ – вариационный 

член, т.е. 
nu~ =0.  

Начальное приближение имеет вид  

...)0,()0,(),(0 ++= txuxutxu t
. 

Окончательно имеем:  

).,(lim),( txutxu n
n →

=
 

 

Алгоритм метода разложения Адомиана. 

Нелинейное дифференциальное уравнение в 

частных производных перепишем в виде  

),(),(),( txNutxqtxLu −= , 

где L – дифференциальный оператор; 1−L  – 

интегральный оператор.  

Применение обратного оператора к 

заданному уравнению дает соотношение вида: 

 ),(),(),( 1 txNuLtxftxu −−= . 

Основная идея МРА это составление 

функционального уравнения вида  

),(),(
0

txutxu
n

n


=

= . 

Отсюда имеем рекуррентное соотношение 

вида [8]:   

 ),();,(),( 1

10 txNuLutxftxu nn

−

+ −== , 

0n . 

 

Пример 1.  

Найти решение следующей краевой задачи с 

волновым уравнением в виде 

xxtt uu 4= ,     0,20  tx ,        (1) 

).1cos()1sin(2),2(

,2sin),0(

tttu

ttu

++=

=
   (2) 

Сначала введем следующие обозначения: 

2

2

),(),0(
t

ttu tx



== , 

где )(t  - пока неизвестная функция. 

 

1) Метод разложения Адомиана.  

   =

x

tt

x
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По идее МРА: 




=

=
0

),(),(
n

n txutxu . 

Исходя из этого имеем 
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и т.д. Отсюда имеем  
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2) Метод вариационных итераций. 

Для решения задачи МВИ примем 

обозначение  

 +=

x

tdtvtxu
0

2sin),(),(  .                (4) 

Из уравнения (1) получим следующую 

интегро-дифференциальное уравнение:  
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По идее МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи (5): 
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Здесь )(  - множитель Лагранжа, а для 

стационарного случая 0)( =
=t

 , 

0)(1 =+
=t

  и отсюда имеем 1)( −= . 

Применяя МВИ, получим следующие 

результаты: 
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Применяя замену (4), имеем 
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       (6) 

Теперь неизвестную функцию )(t  найдем 

из второго равенства (2) и (6). В результате имеем 



Impact Factor: 

ISRA (India)       =  3.117 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.156  

ESJI (KZ)          = 8.716 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 

 

 

Philadelphia, USA  187 

 

 

;...)(
)!12(4

2
...

)(
!34

2
)(22sin2cos

)1cos()1sin(2),2(

12

3

+
+

++

+


++=

=++=

+

t
n

ttt

tttu

n

tn

n

t



  

.2cos2sin2sin2cos

)22sin()1cos()1sin(2

tt

ttt

+=

=+=++
 

Исходя из этого имеем 
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Тогда имеем 

tt 2cos)( = ;  t
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4
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 
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t
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  и т.д.                      (8). 

В общем случае, функцию )(t , 

удовлетворяющую линейному 

дифференциальному уравнению (7) иногда найти 

невозможно. Потому, что (7) является линейным 

дифференциальным уравнением бесконечного 

порядка. Если в (7) ограничимся порядком m=2n, 

тогда для ее можно найти функцию )(t . Но эта 

функция дает приближенное решение u(x,t). 

Поэтому, в данном случае частное решение (7) 

нашли через уравнение (8), которое равно 

tt 2cos)( = . Исходя из этого, решение задачи 

(1)-(2) имеет вид: 
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Пример 2.  

Найти решение следующей краевой задачи с 

волновым уравнением в виде 

xxtt uu = ,     0,0  tx  ,         (9) 

.0),(,0),0( == tutu              (10) 

Сначала введем следующие обозначения: 

)(),0( ttux = ,   
2

2
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= , 

где )(t  - пока неизвестная функция. 

 

Метод разложения Адомиана.  
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Исходя из этого имеем 
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Теперь найдем неизвестную функцию )(t :  
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Отсюда известно тривиальное решение 

линейного дифференциального уравнения (12)  

0)( =t . В общем случае, трудно найти общее 

решение (12), но в следующих условиях можно 

найти частное решение (12):  
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Отсюда имеем tt sin)( = ;  

ttt sin)(2 −= ; …; tt nn

t sin)1()( −=   и т.д. 

Тогда функция tt sin)( =  является 

решением дифференциального уравнения (12). 
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SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.156  

ESJI (KZ)          = 8.716 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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Отсюда решение задачи (9)-(10) имеет вид: 

.sinsin

sin...
)!12(
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...

!3
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tx

t
n

xx
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nn

=
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






+

+

−
++−=

+

 
 

Выводы.  

Таким образом, изучены применения метода 

вариационных итераций и метода разложения 

Адомиана к приближенному решению краевых 

задач. Результаты сравнены с точным решением 

краевой задачи и результатом, полученным с 

помощью математического пакета Maple 17. Из 

сравнений ясно, что эти методы достаточно 

точны. Поэтому, они являются мощными 

математическими инструментами и с их помощью 

может быть решен большой класс нелинейных 

краевых задач, используемых в инженерных 

науках. 
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