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ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

ПРИБЛИЖЕННЫМИ МЕТОДАМИ 

 

Аннотация: В данной работе метод вариационных итераций и метод разложения Адомиана 

применены для нахождения частных решений краевых задач для уравнения теплопроводности. Показано, 

что эти методы являются эффективными и более мощными математическими инструментами для 

решения дифференциальных уравнений в частных производных. 
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Введение.  

Линейные и нелинейные дифференциальные 

уравнения в частных производных широко 

используются для описания сложных явлений в 

различных областях науки, особенно в физике, 

механике, биологии, химии и т.д. Решение 

краевых задач с такими уравнениями являются 

одной их основных проблем математической 

физики и инженерных наук. За прошлые 

несколько десятилетий математики и физики 

сделали значительные успехи в этом направлении 

[8, 10, 12, 13]. Многие из этих уравнений не имеют 

точных аналитических решений. С другой 

стороны, решение этих нелинейных уравнений 

аналитически могут вести некоторые авторы, 

которые глубоко знают описание некоторых 

физических процессов и иногда принуждает их 

знать некоторые факты, которые просто не 

понятны посредством общих наблюдений. В 

результате эти уравнения должны быть решены, 

используя другие методы. В литературе 

существует много методов для решения 

эволюционных уравнений. Последние годы были 

разработаны различные методики решения таких 

уравнений, например, метод гомотопического 

анализа [1, 7], метод вариационных итераций 

(МВИ) [6, 7, 8], метод разложения Адомиана 

(МРА) [3, 8], метод гомотопического возмущения 

[5, 8], упрощенный метод укороченных 

разложений [2, 9, 10] и др., а также их различные 

модифицированные варианты [8, 10]. В данной 

работе метод вариационных итераций и метод 

разложения Адомиана применены для 

нахождения частных решений некоторых краевых 

задач для уравнения теплопроводности. 

 

Постановка задачи.  

Рассмотрим линейное дифференциальное 

уравнение в частных производных, то есть 

уравнения теплопроводности:  

),(),(),( 2 txftxuatxu xxt += ,     

0,0  tlx
  

и граничные условия (задача Дирихле): 

)(),(),(),0( ttluttu  ==
  

или (задача Неймана): 

)(),(),(),0( ttluttu xx  == . 

где )(),(),(),(),,( tttttxf   – известные 

функции; u(х,t) – искомая функция. 

 

Алгоритм метода вариационных 

итераций.  

По идее вариационно-итерационного метода 

[8] итерационное решение этого уравнения можно 

записать так:  
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где  – множитель Лагранжа; 
nu~ – вариационный 

член, т.е.  
nu~ = 0;  

Начальное приближение имеет вид 

...)0,()0,(),(0 ++= txuxutxu t
. 

Окончательно имеем:  

).,(lim),( txutxu n
n →

=  

Алгоритм метода разложения Адомиана. 

Нелинейное дифференциальное уравнение в 

частных производных перепишем в виде  

),(),(),( txNutxqtxLu −= , 

где L – дифференциальный оператор; 1−L  – 

интегральный оператор.  

Применение обратного оператора к 

заданному уравнению дает соотношение вида: 

 ),(),(),( 1 txNuLtxftxu −−= . 

Основная идея МРА это составление 

функционального уравнения вида  

),(),(
0

txutxu
n

n


=

= . 

Отсюда имеем рекуррентное соотношение 

вида [8]:   

 ),();,(),( 1

10 txNuLutxftxu nn

−

+ −== , 

0n . 

 

Пример.  

Найти решение следующей краевой задачи с 

уравнением теплопроводности в виде: 

xxt uu 2= ,  0,0  tx  ,             (1) 

.),(,0),0( 5,0 tetutu −==           (2) 

Сначала введем следующие обозначения: 

2

2

),()0,(
x

xfxu x



== , 

где )(xf  - пока неизвестная функция. 

 

Метод разложения Адомиана.  
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По идее МРА:  
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Исходя из этого имеем 
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Окончательно получим решение задачи вида 
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Метод вариационных итераций. 

По идее МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи: 
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Здесь )(  - множитель Лагранжа, а для 

стационарного случая 0)( =
=t

 , 

0)(1 =+
=t

  и отсюда имеем 1)( −= . 

Применяя МВИ, получим следующие 

результаты: 
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Теперь неизвестную функцию 
)(xf

 найдем 

из условие (2). В результате имеем 
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Из первого равенства (4) имеем 
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Из второго равенства (4) имеем 
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В общем случае, найти функцию )(xf , 

удовлетворяющий условий (5) и (6), иногда 

невозможно. В частном случае, функцию )(xf  

ищем в виде 
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Коэффициентов этого ряда ka  находим из 

условий (5) и (6), а из условие (5) имеем 

00 =a ;  02 =a ;…;  02 =na ;  и т.д. 
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Отсюда верно, что  
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Соответственно к этому имеем решение 
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Выводы.  

Таким образом, изучены применения метода 

вариационных итераций и метода разложения 

Адомиана к приближенному решению краевых 

задач. Результаты сравнены с точным решением 

краевой задачи и результатом, полученным с 

помощью математического пакета Maple 17. Из 

сравнений ясно, что эти методы достаточно 

точны. Поэтому, эти методы являются мощными 

математическими инструментами и с их помощью 

может быть решен большой класс нелинейных 

краевых задач, используемые в инженерных 

науках. 
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