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Abstract: This article examines the forces acting on the structure and the dynamic characteristics of structures 

when calculating underground tunnel structures. To calculate underground tunnel structures, a number of countries 

around the world used the spectral curve method [1,2]. Based on this method, regulatory documents have been 

developed [3,4,5]. To calculate seismic loads, it is necessary to know the dynamic characteristics of the structure: 

frequencies and forms of natural oscillations and attenuation parameters. 
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Аннотация: В данной статье изучены силы, действующие на сооружение, и динамические 

характеристики сооружений при расчете подземных тоннельных конструкций. Для расчета подземных 

тоннельных конструкций ряд стран мира применялись метод спектральных кривых [1,2]. На основе этого 

метода разработана нормативных документов [3,4,5]. Чтобы вычислить сейсмические нагрузки 

необходимо знать динамические характеристики сооружения: частоты и формы собственных колебаний 

и параметры затухания. 

Ключевые слова: Подземные конструкции, теория спектральных кривых, сейсмическая нагрузка, 

динамические характеристики, колебания. 

 

Введение 

Несмотря на значительное развитие 

линейное – спектральной теории, применение ее в 

области подземного сейсмостойкого 

строительства встречается затруднения 

принципиального характера, связанные с 

недостаточной разработанностью методов 

определения динамических характеристик 

подземных сооружений, а также с отсутствием 

достаточно обоснованных спектральных кривых. 

Кроме того, установлено что для подземных 

сооружений основным видом сейсмической 

нагрузки являются не инерционные силы от веса 

обделки и горного давления, а динамическое 

изменение сейсмонапряженного состояния 

массива при прохождении волн напряжений. При 

этом имеют место сложные дифракционные и 

интерференционные явления, которые в принципе 

не могут быть учтены линейно – спектральной 

теорией. Наряду с линейно-спектральной теорией 

развивается и другая разновидность 

динамического метода расчета–расчет по 

аналоговым акселерограммам, который основан 

на решении дифференциальных уравнений 

колебаний конструкций. Воздействие может 

задаваться в виде инструментальных записей 

прошлых землетрясений или синтезированных 

акселерограмм, учитывающих особенности 

площадки строительства. Однако решение таких 

уравнений численными методами в значительной 

степени ограничивается возможностями 

существующей вычислительной техники. Кроме 

того, следует иметь ввиду практическое 

отсутствие инструментальных записей, 

осуществленных в подземных условиях. В 

результате специальных исследований 

установлено, что вследствие особенностей работы 

подземных сооружений можно принимать 

коэффициент динамичности меньшим по 

сравнению с наземными сооружениями и 

определять по графику, который не 

дифференцируется в зависимости от свойств 

грунтов (рис.1). Для туннелей и других подземных 

сооружений при отсутствии данных о формах 

колебаний с учетом сравнительно большого 

затухания колебаний в [6] считается возможным 

принимать для основного тона βiηik = 1,5.  

 

 
Рис.1. График изменения коэффициента динамичности для подземных сооружений 

 

Анализ пунктов СНиП, относящихся к 

расчету сейсмостойких подземных сооружений, 

показывает, что содержащихся в нем материалов 

недостаточно для полного учета сейсмических 

нагрузок. Следует также отметить, что вся ГЛАВА 

СНиП, кроме этих пунктов, использует линейно – 

спектральную теорию сейсмостойкости и таким 

образом нарушается единый методический 

подход. Применительно к подземным 

сооружениям исследования, связанные с расчетом 

по акселерограммам, развивалась по двум 

основным направлениям. В работе 

рассматривается собственные и вынужденные 

колебания деформируемых систем, состоящих из 

пластин, оболочек и масс. Исследуется способы 

получения дифференциальных уравнений. 

Сначала рассмотрим постановка динамических 

задач пластина, у которого один из размеров 

(толщина) много меньше двух других размеров и 

координатная поверхность которого–плоскость. 

Динамическое поведение рассмотрим в рамках 

технической теории изгиба анизотропных пластин 

(модель Кирхгофа-Лява). Согласно данной 

модели:  

Энергия деформирования пластины 

определяется следующим образом: 

𝑈 =
1

2
∫ (𝑀𝑥𝜒𝑥 +𝑀𝑦𝜒𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦𝜒𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝛺

, (1)                            
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где  - площадь пластины, Mx, My - изгибающие 

моменты, Mxy – крутящий момент, x, y, xy, - 

обобщенные изгибные деформации 

(кривизны).Для ортотропной пластины упругие 

соотношения: 

 

  {
𝛭𝛸

𝛭𝛶

𝛭𝛸𝛶

} = [
𝐷11 𝐷12 0
𝐷21 𝐷22 0
0 0 𝐷66

] {

𝜒𝛸
𝜒𝛶
𝜒𝛸𝛶

},     (2)                         

где: Dij – изгибные жесткости: 𝐷𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗
ℎ3

12
 – 

однородная анизотропная пластина; 

  𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑ 𝐶𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧𝑖

3 − 𝑧𝑖−1
3 )𝑛

𝜅=1  - слоистая 

пластина. Энергии деформирования выражается 

следующим образом  

 

𝑈 =
1

2
∫ (𝐷11(𝜒𝛸)

2 + 2𝐷12𝜒𝛸𝜒𝛶 +𝐷22(𝜒𝛶)
2 +

𝛺

2𝐷66(𝜒𝛸𝛶)
2)𝑑𝑥𝑑 𝑦.             (3) 

 

Прогибы пластин малы, следовательно, 

кривизны пропорциональны вторым частным 

производным прогиба по пространственным 

координатам 

𝜒𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
;       𝜒𝑦 = −

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
;       𝜒𝑥𝑦 =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
;      (4) 

𝑈 =
1

2
∫ (𝐷11 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)
2

+ 2𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝛺

𝐷22 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)
2

+ 2𝐷66 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)
2

) 𝑑𝑥𝑑𝑦.      (5) 

Кинетическая энергия (без учета вращений) 

принимает следующий вид   

𝛵 =
1

2
∫ 𝜌ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝜆
𝛺

. 

Потенциал внешних усилий (распределенная 

нагрузка по поверхности q(x,y,t)) 

𝛱 = −∫ 𝑞𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

. 

Подставляя полученные выражения в 

интеграл действия и составляя уравнения 

Остроградского - Эйлера для функционала, 

получим 

 
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2𝐷∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑞,       (6)                

 

𝐷∗ = 𝐷12 + 2𝐷66. 
 

Получили уравнение движения ортотропной 

пластины при изгибе. Условия на контуре (по два 

условия). 

Теперь рассмотрим ограничимся анализом 

осесимметричных оболочек; вектор перемещений 

в этом случае описывается двумя компонентами: 

u – смещение точек срединной поверхности вдоль 

образующей S; w – смещение точек срединной 

поверхности вдоль нормали n (рис.2). 

 

 

 
Рис. 2. Координатная система осесимметричной оболочки. 

 

В оболочке действуют изгибающие моменты 

Ms и M и усилия в срединной поверхности Ns и N. 

От действия изгибающих моментов 

изменяется серединной поверхности, от усилий 

возникает продольные деформации. 

 

𝑈 =
1

2
∫ (𝛮𝑆𝜀𝑆 +𝛮𝜃𝜀𝜃 +𝛭𝑆𝜒𝑆 +𝛭𝜃𝜒𝜃)2𝜋𝑑𝑆
𝑙

0
,   (7) 

 

где l – длина оболочки по меридиану.Упругие 

соотношения: 

{

𝛮𝑆
𝛮𝜃
𝛭𝑆

𝛭𝜃

} = [

𝐶11
′ 𝐶12

′ 𝐵11 𝐵12
𝐶12
′ 𝐶22

′ 𝐵12 𝐵22
𝐵11 𝐵12 𝐷11 𝐷12
𝐵12 𝐵22 𝐷21 𝐷22

] {

𝜀𝑆
𝜀𝜃
𝜒𝑆
𝜒𝜃

},            (8) 

где для однородной ортотропной оболочки:   

𝐶𝑖𝑗
′ = 𝐶𝑖𝑗ℎ; 𝐶𝑖𝑗 =

𝐸11
1 − 𝜈12𝜈21

; 𝐵𝑖𝑗 = 0;𝐷𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗
ℎ3

12
; 

при этом 𝐵𝑖𝑗 = 0, если координатная поверхность 

является срединной поверхностью.Связь 

деформаций с перемещениями: 

{
  
 

  
 
𝜀𝑆

𝜀𝜃

𝜒𝑆

𝜒𝜃}
  
 

  
 

=

{
 
 
 

 
 
 

𝜕𝑢 𝜕𝑆⁄

𝑤𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑢 𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑟

−𝜕2𝑤 𝜕𝑆2⁄

−
𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑆 }
 
 
 

 
 
 

. 
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Подставляя геометрические и физические 

соотношения в выражения для энергии 

деформирования, получаем: 

𝑈 = 𝑈[𝑢(𝑆),𝑤(𝑆)].                     (9) 

Кинетическая энергия: 

𝑇 =
1

2
∫ 𝜌ℎ2𝜋 [(

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

] 𝑑𝑆
𝑒

0
. 

Потенциал высших сил (распределенное 

давление на поверхность оболочки q(S,t)): 

𝛱 = −∫ 𝑞(𝑠, 𝑡)𝑤2𝜋𝑑𝑆
𝑒

0
. 

Подставляя выражения для U, T, П в 

функционал и сопоставляя для него систему 

уравнений Остроградского - Эйлера, получаем 

уравнения движения тонкой анизотропной 

оболочки (получается система двух 

дифференциальных уравнений в частных 

производных относительно функций u(S,t) и 

w(S,t)). 

Граничные и начальные условия 

формулируются традиционно и приводят к 

постановке краевой задачи динамики 

осесимметричной оболочки [7-12]. Так как 

свободные колебания совершаются по 

гармоническому закону, то общее решение 

однородного дифференциального уравнения 

будем искать в виде: 

𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝜙(𝑟) 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙).            (10) 

Подставляя вид решения (10) в уравнение (6), 

получим: 

(С − 𝜔2𝐴)𝜙 = 0.                      (11) 

Заключение. Значения параметра 2, при 

которых уравнение (11) имеет решение, отличное 

от   , называют собственными значениями (, 

в свою очередь, называют собственными 

частотами). Функции , соответствующие 

собственным значениям 2, называются 

собственными элементами уравнения (11), 

определяющими собственные формулы 

колебаний упругой системы. Совокупность 

собственных частот уравнения (11) называют 

спектром. Спектр собственных частот обычно 

упорядочивают в порядке возрастания 1  2  3 

 K, причем, 1 – первая (низшая) собственная 

частота. Собственным формам присваивают 

номера соответствующих частот, например, 1 - 

первая форма свободных колебаний механической 

системы. Собственные формы i определяют 

общее решение уравнения (11) (так называемый 

полный базис) в виде ряда  

𝜙(𝑟̄) = 𝑢𝑖𝜙𝑖(𝑟̄), 
где i =1,2K,  ui– константы. 
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