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НАХОЖДЕНИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛЯПУНОВА МЕТОДАМИ МАЛОГО ПАРАМЕТРА В 

СРЕДЕ MAPLE 

 

Аннотация: Метод малого параметра имеет свои особенности при решении различных задач. Есть 

отличия в способах построения решений для автономных и неавтономных систем, в нерезонансном случае 

и вблизи резонанса, для квазилинейных систем и систем близких к произвольным нелинейным. В связи с 

развитием компьютерной алгебры важное значение имеет реализация метода малого параметра  при 

исследовании движения механических систем в современных математических пакетах, динамичное 

развитие которых на современном этапе  осуществляется успешно. В статье описывается методика 

нахождения решения уравнения Дюффинга методом Пуанкаре и методом Ляпунова в среде Maple.   
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Введение 

Задачи, решаемые с помощью метода малого 

параметра, бывают двух типов.        Первый тип 

изначально включает в себя малый параметр 

естественным образом в виде, например, 

исходных физических параметров исследуемой 

системы с относительно небольшими значениями 

в рамках рассматриваемого подмножества 

области определения аргументов. Второй тип в 

исходной своей постановке такого параметра не 

содержит и его приходится вводить 

дополнительно для того, чтобы организовать 

процедуру нахождения решения по степеням 

этого параметра. Алгоритм введения параметра 

четко не определен, хотя часто предполагается, 

что такой параметр должен быть установлен у 

слагаемых с небольшими значениями 

относительно других членов. 

При описании некоторой консервативной 

системы обращаются к уравнению Дюффинга. 

Уравнение описывает колебания с     жесткой или 

мягкой нелинейностью: 

( )txxxx  cos3 =−++  ,             ( )1  

где - коэффициент демпфирования;   и   

являются параметрами линейной и нелинейной 

жесткости; ( )t cos - элемент внешней 

вынужденной силы. 

Уравнение Дюффинга имеет более 

упрощенный вид: 

 
3xxx =+ .                           ( )2  

В этом случае уравнение ( )2  называют 

недемпфированным, невынужденным уравнением 

Дюффинга. В ( )2    является параметром: 

0→ . Начальные условия уравнения ( )30.3 : 

        ( ) Ax =0 , ( ) 00 =x .                       ( )3  

               Применим для решения задачи ( ) ( )32 −  

метод Пуанкаре, предполагая, что решение 

уравнения представляет периодическую 

функцию.[1],[2] Решение уравнения находим в   

виде суммы по степеням малого параметра: 

                                

...2

2

10 +++= xxxx   .                    ( )4  

Выполним подстановку: ( )4  в ( )2 , а затем 

составим выражения при различных  степенях  . 

В результате имеем ( )5 : 

0 : 000 =+ xx  ( ) Ax =00
, 

( ) 000 =x ; 

1 :  
3

011 xxx =+  

( ) 001 =x ,

( ) 001 =x ; 

2 :
1

2

011 3 xxxx =+  ( ) 002 =x ,

( ) 002 =x . 

 

Решим первую задачу ( )5 :  

tAx cos0 = . 

Подставим решение 0x  во 2 -е уравнение ( )5 : 

tAxx 33

11 cos=+ , 

     ( )tt
A

xx 3coscos3
4

3

11 +=+ .    ( )6  

Решаем последнее уравнением и  находим 
1x : 

 

        ( ) tDtBtAttCtCx 3cossincossincos 211 ++++= .               ( )7  

 

При подстановке ( )7 в ( )6 имеем: 

( ) ( )tt
A

tDtBtA 3coscos3
4

3cos8cossin2
3

+=−+− .                       ( )8  

Из  ( )8  находим коэффициенты уравнения  

( )7 : 

0=A , 
8

3 3A
B = , 

32

3A
D = . 

Запишем общее решение 
1x : 

 

 

 

 

 

 

                                t
A

tt
A

tCtCx 3cos
32

sin
8

3
sincos

33

211 −++= .                         ( )9  

 

Используем начальные условия задачи , тогда : 

( ) t
A

Cx 3cos
32

0
3

11 −= , 

откуда следует:           

32

3

1

A
C = , 
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   ( ) 00 21 ==Cx . 

Таким образом, решение 
1x  запишется в 

виде: 

( )tt
A

tt
A

x 3coscos
32

sin
8

3 33

1 −+= .  ( )10  

В решение уравнения  ( )10 - функция 
1x  

входит слагаемое tt sin , называемое вековым 

слагаемым, а значит, решение не является 

периодическим. Пришли к тому, что при  

нахождении решения в виде разложения ряда по 

степеням параметра   получаем функцию, 

которая имеет разложение в ряд по функциям, не 

являющимися периодическими. Так как ставилась 

изначально задача нахождения решения 

уравнения в виде  периодической функции, то не 

имеет смысла дальнейшее нахождение решения    

2x , которое будет содержать вековые слагаемые. 

Рассмотрим решение уравнения Дюффинга 

методом Ляпунова.[3],[4] В силу того, что 

консервативная система выступает частным 

случаем системы Ляпунова, то для ее 

исследования применяется метод Ляпунова.[5]-[7]  

Выполним замену переменного t = , 

вследствие чего вводится новая функция ( )y    

Функция ( )y определяется следующим образом: 

( ) ( )( ) ( ) ytxtx == . 

Задача Коши ( )2 - ( )3 в новых переменных  

имеет вид: 

( ) ( )


 3

2

2
2 yy

d

yd
−=+ ,                    ( )10  

( ) ay =0 , ( ) 00 =y .                               ( )11  

Решение ( )y представим в виде суммы по 

степеням  -малого параметра: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...2

2

10 +++=  yyyy  . ( )12  

Аналогично , запишем   в виде суммы по 

степеням  -малого параметра: 

...1 2

2

1 +++= ww   .          ( )13  

Подставим в ( )12  и ( )13  в ( )10 : 

 

  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )32

2

102

2

10

2

2

102

2
2

2

2

1

......

......1

+++−=++++

+++++++








yyyyyy

yyy
d

d
ww

       ( )14  

 

Выпишем выражения из ( )14  при 

одинаковых степенях  , имеем ( )15 : 

 
0 : 000 =+ yy  ( ) ay =00 , ( ) 000 =y ; 

1 :  

02 1110

3

0 =+++ yywyy   

( ) 001 =y , ( ) 001 =y ; 

2 : 0223 22112

2

01

2

0

2

10 =+++++ yywywyyywy   ( ) 002 =y , ( ) 002 =y . 

 

Решая первую задачу ( )15 , находим решение 

( )0y : 

( )  cos0 ay = .                                 ( )16  

Подставляя решение ( )0y  во вторую задачу 

( )16 , находим решение ( )1y : 

( ) ( )  cossin
8

sin83
8

2
3

1

2

1

a
wa

a
y +−−= ( )17  

В ( )1y  присутствует вековое слагаемое 

 sin . Избавиться от этого слагаемого 

возможно, если положить  
4

3 2

1

a
w −=  и в этом 

случае решение ( )1y запишется в виде: 

( )  cossin
8

2
3

1

a
y = .                 ( )18  

Применяя формулы тригонометрии: 

 

 3sin
4

1
sin

4

1
3sin

2

1
sin

2

1

2

1
cos2sin

2

1
cossinsincossin2 +=








+=== , 

решение ( )1y будет иметь запись:  

( ) ( ) 3sinsin
32

3sin
4

1
sin

4

1

8

33

1 +=







+=

aa
y .                 ( )19  
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Как видим, решение ( )1y  записано через 

периодические функции. 

Подставляя решения ( )1y  и ( )0y  в третью 

задачу ( )15 , находим решение для ( )2y . 

Нахождение решения ( )1y  сопровождалось 

вычислительными операциями, в первую очередь 

связанными представлениями ( )y  и  в виде 

сумм степеней  -малого параметра. Нахождение 

решения ( )2y аналогично  будет сопровождаться 

большим количеством действий вычислительного 

характера. В связи с этим рассмотрим нахождение 

решения задачи ( )10 - ( )11 в системе 

компьютерной математики, предварительно 

запишем решение ( )y по уже известным ( )0y  

и ( )1y : 

( ) ( ) ...3sinsin
32

cos
3

++−= 
a

ay . 

Вычисления осуществляем в 

специализированном пакете DETools . 

Выполним решение задачи ( )2 - ( )3   по методу 

Пуанкаре. Вводим уравнение и начальные 

условия:

 
 

 

 

 

Вводим решение уравнения в виде суммы по 

степеням  - малого параметра:   

 

 

 

Подставим решение  ( )tx  в уравнение 1eq , 

тем самым составим правую часть     исходного 

уравнения, которую обозначим через 2eq  : 

 

 Составим уравнение 3eq : 

 

 

Используем функцию isolate для 

преобразования выражения  3eq   таким образом, 

чтобы в левой части содержались слагаемые, 

содержащие параметр  , а в правой части 

слагаемые, не содержащие его. [9]-[10] 
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Для дальнейшего решения необходимо 

собрать члены выражения по степеням малого 

параметра. Для этого используем команду   

collect , указав в синтаксисе параметр, по 

степени которого нужно представит 

выражение[9]-[10]: 

 
 

Формируем уравнения для  решений 0x , 1x , 

2x : 

 

 

Находим решения  0x , 1x , 2x  с учетом 

начальных условий. Для 0x : 

 
 

 

 

Аналогично, составляются команды для 

нахождения   1x  и 2x : 

 
 

 

 

 

 

Используем команду evalдля нахождения  

решения исходной задачи: 
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Нахождение ( )tx2  не было сделано при 

решении задачи ( )2 - ( )3 . В системе Maple это  

решение вычислено. Решение ( )tx1 содержит 

вековое слагаемое tt sin  . В составе решения  

( )tx2 присутствуют уже более одного вековых 

слагаемых.  

Аналогично находим  решение задачи  ( )10 -

( )11  методом Ляпунова.  Вводим уравнение и 

начальные условия: 

 
 

 

 

 

Решение ( )y и   представим в виде сумм по 

степеням  -малого параметра: 

 

  

 

 

 

Дополняем код командами для подстановки 

 в выражения: 

 

 

 

 

 

Используя функцию isolate, а затем 

команду   collectбез  , в конечном итоге имеем: 
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Формируем уравнения для нахождения   

решений ( )0w  , ( )1w , ( )2w : 

 

 

 

 

 

Находим решения  ( )0w  , ( )1w , ( )2w  с 

учетом начальных условий 
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Решение ( )0w является периодическим, 

вводим обозначение для него ( )0y  : 

 

 

 

Решение ( )1w  при 
4

3 2

1

a
w −=  является  

периодической функцией, тогда : 

 

 

 

. 

Это решение с использованием 

тригонометрических формул, как показано выше  

примет вид:                                         

                                             ( ) 







+=  3sin

4

1
sin

4

1

8

3

1

a
y . 

Решение ( )2w  при 
256

21 4

2

a
w −=  является  

периодической функцией: 

 

 

 

. 

Применяя тригонометрические формулы:  
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( )







5cos
16

1
3cos

16

1
cos

8

1

5cos
16

1
cos

16

1
3cos

16

1
cos

16

1
2sin3sin

8

1
2sinsin

8

1

2sin3sin
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и  
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решение ( )2y  будет иметь вид: 
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При этом нужно отметить, что то решение 

ввиду рутинных вычислительных действий не 

было вычислено при решении задачи ( )10 - ( )11 . 

Решение задачи Коши ( )10 - ( )11 имеет вид: 

 

 

. 

 

С учетом применения тригонометрических 

формул решение уравнения примет следующий 

вид:  
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Это решение является периодической 

функцией. Таким образом, рассмотрено 

нахождение решения дифференциального 

уравнения 2 - го порядка методами Пуанкаре и 

методом Ляпунова в среде Maple , которое 

возможно рассматривать в виде методики для 

исследования систем Ляпунова  малого параметра. 

Простота алгоритма, скорость вычислительных 

операций и минимизация временных затрат 

являются достоинствами реализованной методики 

в системе компьютерной математики.  
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