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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПОРИСТО-УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА С 

ЖЕСТКИМ ШАРОМ 

 

Аннотация: В работе рассматривается задача о нестационарных колебаниях пористо-упругого 

полупространства, насыщенного жидкостью с абсолютно жестким шаром. Изучены поперечные 

колебания полупространства песчаника, насыщенного керосином при нестационарном вращении жесткой 

сферы вокруг оси, перпендикулярной плоской границе полупространства и проходящей через ее центр. 

Проведены различные параметрические исследования в окрестности жесткой сферы и на поверхности ее. 

Результаты исследования могут быть использованы в области геофизики, сейсмологии и проектных 

организаций при строительстве сооружений, а также при проектировании подземных резервуаров. 

Ключевые слова: нестационарное вращение, жесткая сфера, напряжение, смещение, полиномы 

Гегенбауэра, преобразование Лапласа, вычеты, нестационарное колебание, пористо-упругая среда. 

 

1. Введение.  

Математическое моделирование и 

исследование процессов нестационарных 

колебаний сплошных сред с различными 

неоднородностями (оболочка, полость, жесткий 

шар) имеют большое теоретическое и 

практическое значение в таких областях науки и 

техники, как геофизика, геология, сейсморазведка 

полезных ископаемых, сейсмостойкость 

сооружений и многие другие. Актуальность таких 

проблем обусловлена развитием различных 

областей техники, созданием новых конструкций, 

работающих при динамических нагрузках, а также 

проблемами геофизики, сейсмологии, 

газоразведки, нефтеразведки, добывающей 

промышленности, строительства гражданских и 

промышленных сооружений. 

В настоящее время существует большое 

количество научных работ, посвященных 

исследованию распространения и дифракции волн 

в сплошных средах. В [1] рассмотрено 

исследование распространения волн системе из 

толстостенной упругой сферической оболочки, 

заполненной идеальной жидкостью и упругой 

среды. Движения упругой среды и оболочки 

описывается уравнениями теории линейной 

упругости, а линейная теория идеальной жидкости 

использована для сжимаемых жидкостей. 

Рассмотрены примеры для различных 

материальных и геометрических конфигураций 

при воздействии источников возбуждения 

различного происхождения. В работе [2] 

рассмотрен метод, на основе вариационного 

подхода для исследования дисперсии волн в 

анизотропных двукриволинейных нанооболочках. 

Введена новая теория деформации сдвига для 

изучения нанооболочек. Уравнения 

двукриволинейных нанооболочек определены из 

принципа Гамильтона и решения их получены 

аналитическим методом. Работа [3] посвящена 

изучению задачи о дифракции цилиндрической 

поперечной сдвиговой волны в вязкоупругой 

изотропной среде со сферическим включением и 

решение ее построено аналитически. В 

радиальном центре цилиндра расположена 

сферическая неоднородность. Решение ищется в 

виде бесконечной суммы несобственных 

интегралов, которые определяются численно. В 

[4] изучена задача о рассеянии плоской 

акустической волны сжатия в жидкости от 

сферического пороупругого включения. 

Волновые процессы в пороупругом включении 

описывается уравнениями теории Био. В [5] 

рассмотрено исследование нестационарных 

поперечных волновых процессов в пространстве 

пористо-упругой среды со сферической полостью. 

На основе численных экспериментов, 

проведенных для касательных нагрузок, 

приложенных к поверхности полости, 

исследованы напряженно-деформированное 

состояние пористо-упругого пространства в 

окрестности сферической полости.  

В статье [6] изучается осесимметричная 

задача распространения нестационарных волн из 

сферической полости в плоском акустическом 

слое. В пространстве изображений Лапласа задача 

сводится к решению бесконечного матричного 

уравнения, решение которого строится в виде 

бесконечного ряда по экспонентам. Численные 

результаты представлены в виде графиков 

изменения давления во времени в окрестности 

сферической полости. 

В исследовании [7] рассматривается задача о 

взаимодействии плоской упругой волны с двумя 

сферическими неоднородностями в 

неограниченной пористой упругой среде, 

насыщенной жидкостью. Поведения 

пороупругого материала описывается 

уравнениями теории Био. Для разработки 

аналитического решения в виде бесконечных 

рядов использована теорема о сложении для 

сферических волновых функций. Публикация [8] 

посвящена исследованию волновых процессов в 

системе идеальной жидкости и упругого 

сферического слоя, расположенного в 

безграничном акустическом пространстве. 

Проведены численные исследования для 

различных нормальных приложенных к 

внутренней поверхности слоя нагрузок. В статье 

[9] изучена задача о нестационарные поперечные 

колебания упругого сферического слоя при 

действии касательных сил внутренней 
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поверхности слоя. Найдены формулы для 

компонент для характеристик напряжено-

деформированного состояния упругого слоя. 

Статья [10] посвящена исследованию задачи о 

распространении пространственно-симметрич-

ных поперечных сдвиговых волн в упругом 

пространстве от толстостенной сферической 

оболочки. Используется интегральное 

преобразование Лапласа по безразмерному 

времени. Получены формулы для компонент 

вектора смещения и тензора напряжений в 

пространстве. Переход к оригиналам 

осуществляется с использованием теории 

вычетов. Проведены численные эксперименты. 

Осесимметричная задача о дифракции 

нестационарных волн изучена в публикации [11]. 

В качестве препятствия выбран абсолютно 

жесткий неподвижный шар в упругом 

полупространстве. Исследовано напряженно-

деформированное состояние среды в окрестности 

шара. Распространение нестационарных волн 

сдвига от сферического включения в упругом 

полупространстве в [12]. Задача сведена к 

решению бесконечной системы алгебраических 

уравнений, решение которой разыскивается в виде 

бесконечного ряда по экспонентам. Получены 

формулы для компонент вектора смещения и 

тензора напряжения. Статья [13] посвящена 

исследованию задаче о рассеянии плоских 

поперечных волн сферическим включением в 

бесконечной пороупругой среде. Используются 

волновые уравнения смещения теории Био, 

решение которых ищется в виде бесконечного 

ряда сферических гармоник. 

В работе [14] представлены аналитические 

решения для динамического отклика обделенного 

тоннеля в слое грунта, покрытом композитной 

толщей, при воздействии SH-волн с 

использованием метода комплексных функций. 

Анализ рассеяния упругих волн в композитной 

толще представляет особую важность из-за 

наличия границ между слоями грунта. На 

примерах расчетов анализируется влияние на 

динамический отклик обделенного тоннеля в 

нескольких типах композитных толщ. 

Данная работа посвящена математическому 

моделированию и изучению задачи о 

нестационарном колебании пористо-упругого 

полупространства, насыщенного жидкостью при 

нестационарном вращении абсолютно жесткого 

шара. Цель работы – разработка алгоритм 

решения задачи и исследование нестационарных 

поперечных волновых процессов при 

нестационарном вращении жесткого шара в 

насыщенном пористо-упругом полупространстве. 

 

2. Постановка задачи. 

Пусть в однородном линейном изотропном 

пористо-упругом полупространстве 0z   на 

глубине l  от плоскости 0z =  на оси 
2z  (точка 

2  лежит на границе полупространства) 

расположен центр   абсолютно жесткого шара 

радиуса d   ( d l ). Будем рассматривать две 

системы координат: сферическую ( , , ) с 

центром в точке   и цилиндрическую ( r , , z ) с 

началом в точке 
2 . 

В начальном моменте 0 =  времени 

абсолютно жесткий шар подвергается 

нестационарному вращению вокруг оси 
2z  по 

закону ( ),    при полном сцеплении с 

окружающей средой 

( , )
d

v =
=    .   (1) 

С учётом осевой симметрии задачи движение 

среды описывается относительно ненулевой 

компоненты векторного потенциала   волновым 

уравнением 
2 2 2sin  = −   ,   (2) 

где   - оператор Лапласа в сферической системе 

координат ( , , ). 

 

 

 
 

Рисунок 1. Геометрия Задачи. 
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Плоская граница полупространства является 

либо жесткой стенкой 

0
0

z
v =

= ,    (3) 

либо свободной поверхностью 

0
0z z =

 = .    (4) 

Начальные условия – однородные 

0 0
0

= =
 =  =    (5) 

и задача замыкается с требованием 

ограниченности решения на бесконечности 

lim 0
→

 = .                   (6) 

В этом случае функции v , V
 и 

   

взаимосвязаны следующими соотношениями: 

v
 

= +
 

,  V v = , (7) 

2

v v 



 −
 = − 

  
.   (8) 

Постановка задачи приведена в следующих 

безразмерных величинах (штрих означает 

безразмерную величину) 

d


 = , 2v t

d
 = , 

2d


 = , 2

*

2

v

v
 = , 

v
v

d




 = , 

V
V

d



 = , 
H






 = , 

12 22 = −  , 
A

H
 = ,  

P

H
 = , 2H P Q R= + + , 2P A N= + , 

где v , V
 - компоненты вектора смещения 

скелета и жидкости соответственно; 
 - 

компонент тензора напряжения; A  и N  - упругие 

константы скелета среды; R  - давление, 

приложенное к жидкости; Q  - величина 

сцепления между твердыми и жидкими 

компонентами; 
12  - коэффициент динамической 

связи между твердыми и жидкими компонентами; 

22  - эффективная масса жидкости при её 

относительном движении; 
2v  - скорость 

распространения поперечных волн в среде (ниже 

везде штрих в обозначениях безразмерных 

величин опущен). 

 

3. Метод решения. 

Начально-краевая задача (1)-(6) решается с 

применением интегрального преобразования 

Лапласа по времени   и методом неполного 

разделения переменных [15]. В пространстве 

изображений потенциал L , компоненты Lv , LV
 

вектора смещения и L

 тензора напряжения 

представим в виде бесконечных рядов по 

полиномам Гегенбауэра 3 2

1(cos )nC −   [16, 18]. 

В пространстве изображений решение 

уравнения (2) с учётом условия ограниченности 

(6) записываем в виде: 

     
1 2

L L L =  + ,   (10) 

     3 2

1 1 2 1

1

sin
( ) ( ) (cos )L L

n n n

n

B s K s C


+ −

=


 = −  


 , 

    

3 21

2 1 2 1 1 1

11

sin
( ) ( ) (cos )L L

n n n

n

E s K s C


+ −

=


 = −   


 . 

Здесь ( )L

nB s  и ( )L

nE s  - произвольные 

функции; 
1 , 

1 , 
1  - дополнительная 

сферическая система координат, полученная пере-

носом вдоль оси 
2z  центра   исходной 

сферической системы в точку 
1 , симметричную 

точке   относительно плоскости 0z = . 

Далее ограничимся задачей о 

распространении от сферической полости 

осесимметричных сдвиговых волн при наличии 

жесткой стенки (условия (3)) или при свободной 

границе полупространства (условия (4)). 

Учитывая связь координат ,   и 
1 1,   на 

границе полупространства 

10 0z z= =
 =  , 

10 0z z= =
 + =  , (11) 

а также свойства многочленов Гегенбауэра [16, 

18] 
3 2 3 2

1 1( ) ( 1) ( )n

n nC x C x− −− = − ,  (12) 

из граничных условий (3), (4) получаем связь 

между функциями ( )L

nB s  и ( )L

nE s : 

( ) ( 1) ( )L n L

n nB s E s=  − .  (13) 

Здесь и далее верхний знак соответствует 

жесткой стенке, а нижний – свободной границе 

полупространства. 

Теперь подставляя (13) в (10) и используя 

теорему сложения [17] для функций Бесселя 

второго рода 
1 2 ( )nJ x+

, а также выражения этих 

функций через элементарные [18], представляем 

изображение потенциала в виде следующего ряда: 

( ) ( )3 2

1

1

sin , cosL L

n n

n

s C


−

=

 = −     , (14) 

где 

( ) 01

1
, ( ) ( )

( )

L r s

n n nn n
s R s E s e

s

− 

+
  =  + 

 

2

0

1

( ) ( ) ( ) l s

n np p

p

W s U s E s e


− 

=


+  


 , (15) 

0 0 0( ) ( ) ( )s s

n n nW s R s e R s e−= − − , 

( 1 1) 0

1

(2 )( 1) (2 1)
( )

2 ( 1) (2 )

p p n
n p

np

p n

R l sn
U s b

n n l s

+



 +
= −

 − +
=

+ 
  

где 
( 1 1)n pb  - коэффициенты Клебша-Гордона [17]. 
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Аналогично (14), изображения перемещение 
Lv , напряжение L

  и заданную функцию 
L  

раскладывая в ряды по полиномам Гегенбауэра, 

приходим следующим выражениям и граничному 

условию относительно коэффициентов рядов: 
L L

L n n

nv
 

= +
 

, 
2

L L

n nL

n

v v 



 −
 = − 

   

,   

(16) 

1
( )L L

n nr
v s =

=  .  (17) 

Далее, с учётом (15) из формул (16) приходим 

к следующим выражениям коэффициентов L

nv , 

L

n : 

32

( )
( ) ( )

n
L s

n n nn

s
v R s E s e

−
−

 +


= −  +

 

3 ( ) ( )n nW s U s+  , (18) 

43 2

( )
( ) ( )

2

n
L s

n n nn n

s
R s E s e

−
−

 + +

−
 =  + 

 

4 ( ) ( )n nW s U s+  , (19) 

( ) ( ) ( )s s

nm nm nmW s R s e R s e−= − − , 3, 4m = , 

3 1 0( ) ( ) 2 ( )n n nR s R s R s= − ,  

4 2 0( ) ( ) ( )n n nR s R s R s= − ,  

2

1

( ) ( ) ( ) l s

n np p

p

U s U s E s e


− 

=

= . 

Здесь ( )nkR s  - полиномы параметра s , 

0 2k = −  [5, 8]. 

Подставляя (18) в граничное условие (17), 

получим бесконечную систему линейных 

алгебраических уравнений относительно 

неизвестных функций ( )L

nE s , которую запишем в 

виде матричного уравнения: 
2 (1)( ) ( ) ( ) ( )s s t s s y+ +N E G E  

(2) 2( ) ( ) ( )s s yt s t+ =G E Θ ,  (20) 

 2l sy e− = , 
st e−= . 

Здесь ( )sN  - бесконечная диагональная 

матрица с элементами ( )nN s ; ( ) ( )l sG  - 

бесконечные матрицы элементов ( ) ( )l

npG s  ( 1,2l = ); 

( )sΘ  - бесконечный вектор-столбец с элементами 

( )n s ; ( )sE  - бесконечный неизвестный вектор-

столбец с компонентами ( )L

nE s , а функции ( )nN s

, ( ) ( )l

npG s  и ( )n s  в зависимости от типа граничных 

условий на включении имеют вид 

3( ) ( )n nN s R d s=  ,   2( ) ( ) ( )n n L

n ns d s s+ = −   , 
(1) ( ) ( ) ( )np n npG s N s U s= − , 

 (2) ( ) ( ) ( )np n npG s N s U s= . 

Решение матричного уравнения (20) 

разыскиваем в виде бесконечного ряда по 

экспонентам 

1

, 0

( ) ( ) i j

ij

i j

s s y t


− −

=

= E e ,  (21) 

где ( )ij se  - бесконечные векторы-столбцы с 

элементами ( ) ( )n

ije s . 

Подставляя ряд (21) в уравнение (20) и 

приравнивая коэффициенты левой и правой 

частей при одинаковых степенях переменных y  и 

t  (ряд в правой части содержит только один 

ненулевой член), получаем рекуррентную систему 

уравнений относительно функций ( ) ( )n

ije s  и 

соответствующие начальные условия к ним 

( ) ( )

1, 1

1

( ) ( ) ( )n p

ij np i j

p

e s U s e s


− +

=

= −  

    ( )

1, 1

1

( )
( ) ( )

( )

pn

np i j

pn

N s
U s e s

N s



− −

=

−
−  ,  ( 1i  , 1j  ), 

( ) ( )

0 1,0

1

( ) ( ) ( )n p

i np i

p

e s U s e s


−

=

= ,     ( 1i  ), 

( )

1 ( ) 0n

ie s = ,  ( 0i  ),   (22) 
( )

0 ( ) 0n

je s = , ( 1j  ), 

( )

00 ( ) ( ) ( )n

n ne s s N s=  . 

Эти соотношения позволяют определить все 

искомые изображения без использования 

редукции бесконечной системы уравнений. 

Анализ рекуррентных соотношений показывает, 

что изображения есть рациональные функции 

параметра преобразования Лапласа s , который 

дает возможность вычислять их оригиналы, а 

следовательно, и оригиналы коэффициентов 

перемещения и напряжения в среде с помощью 

вычетов из теории функций комплексных 

переменных [19]. 

Окончательные формулы для изображений 

коэффициентов рядов по полиномам Гегенбауэра 

искомых функций следуют из (18) и (19): 

( )

32
, 0

1
( , ) ( ) ( )

( )

L n

n n ijn n
i j

v s R s e s t
s




 +
=

 = −  + 
  

( ) 1

3

1

( ) ( ) ( )p i j

n np ij

p

W s U s e s y y t


− −

=


+  


 ,  (23) 

( )

43 2
, 0

( )
( , ) ( ) ( )

2

n
L n

n n ijn n
i j

s
s R s e s t

− 


 + +
=

−
  =  + 



 
( ) 1

4

1

( ) ( ) ( )p i j

n np ij

p

W s U s e s y y t


− −

=


+  


 . 

С помощью вычетов определяются 

оригиналы последних формул [19], которые с 

рядами полиномов Гегенбауэра позволяют 

получить основные решения задач. 
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4. Численные результаты и сравнения. 

Для примера рассматривается 

нестационарное колебание полупространства 

песчаника, насыщенного керосином при 

нестационарном вращении жесткого шара. 

Параметры песчаника, насыщенного керосином 

заданы с величинами 
84.026 10 Па= A ,  

82.493 10 ПаN =  , 
80.672 10 ПаR =  , 

80.295 10 ПаQ =  , 
0 0.26 = , 3 32.6 10s кг м =  , 

3 30.82 10f кг м =  , 3 3

12 0.0019 10 кг м = −  , 

которому соответствует следующие безразмерные 

величины: 0.0088331 = , 1 = , 0.8772 = ,  

920.3 = . Центр жесткой сферы расположен на 

расстоянии 1.5h = , плоская граница 

полупространства – свободная поверхность (4). 

Абсолютно жесткая сфера вращается вокруг оси 

2z  по закону ( , ) ( )e H−   =    при полном 

сцеплении с окружающей средой, где ( )H   - 

функция Хевисайда. 

Результаты численных экспериментов 

представлены в виде графиков изменения 

компонент 
 , 

  тензора напряжения и v  

перемещения по безразмерному времени  . 

Числовые результаты получены с учётом семи 

членов рядов по полиномам Гегенбауэра. 

Графики, приведенные на рис. 2, 

демонстрируют изменение компоненты 
  

напряжения в точках среды: 1 = , 2 =   

(кривая 1), 1.2 = , 2 =   (кривая 2) и 1.4 = , 

2 =   (кривая 3). На рис. 3 построены кривые, 

характеризующие изменения компоненты 
  

напряжения по времени в различных точках 

окружающей среды: 1 = , 4 =   (кривая 1), 

1.2 = , 4 =   (кривая 2) и 1.4 = , 4 =   

(кривая 3). 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 2. Изменения тангенциального 
  напряжения по времени. 
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Рисунок. 3. Изменения компоненты 
  напряжения по времени.

 

 
 

Рисунок 4.  Изменение перемещения v  по времени. 

 

Рис. 4 показывает графики изменения 

компоненты v  перемещения в точках 

полупространства: 1 = , 4 =   (кривая 1), 

1.2 = , 4 =   (кривая 2) и 1.4 = , 4 =   

(кривая 3). 

 

5. Заключение. 

В данной работе мы изучали нестационарные 

колебания пористо-упругого полупространства, 

насыщенного жидкостью с абсолютно жестким 

шаром. Мы решали соответствующую начально-

краевую задачу и исследовали нестационарный 

волновой процесс в насыщенном жидкостью 

пористо-упругом полупространстве. 

В частности, наши выводы сводятся к 

следующему: 

- разработан алгоритм решения задачи о 

нестационарном колебании пористо-упругого 

полупространства, насыщенного жидкостью при 

вращении абсолютно жесткого шара. 

- найдены точные формулы для компонент 

смещения и тензора напряжений. 

- получены численные результаты, которые 

представлены в виде графиков. Графики 

показывают, что с приходом волны появляется 

скачок. С увлечением расстояния уменьшаются 

скачки. 

Результаты исследования могут быть 

использованы для проектирования при 

строительстве сооружений, а также при 

строительстве подземных резервуаров.
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